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Functiethecorie. 3Specinle onderwerpe

I. Theorie der Laplace-transformatie

door

Dr 2.0, Lekkerkerker

1. Definitie. 2Zij F(t) een (red8le of complexe) functie van de re&le ver-
anderlijke t en zij s een complexe veranderlijke, Laat F(t) eigenlijk
inhtegreerbaar zijn over elk interval (2,t), wasrbl] 0 <& <D< oo, en laat

[=o S
J e DtF(t) dt bestaan voor zekere wasrden van 3., Dan noemen we de func-
0
tie f(s), bepaald door

(1) £lg) = j e %% w(t) at
o

de Laplace-getransformeerde (keort L.T.) van F(t).

w
-

De verzameling der functies F(t) die aan de hierboven genoemde
e A

an door

(-T*

eisen voldoen noemen we de L-ruimte; de verzameling der dasa

(1) toegevoegde functies f(s) heet l-ruimte., We schrijven

rls) = K R(t).

L is een afbeelding van de L-ruimte op de l-ruimte., Het is een lineaire
fheelding (g2 na).

oy

T 2 ) , s .
Men noemt de afbeelding k. wel de 'eenzijdige Laplace-transformatie"

in tegenstelling met de “tweezijdige Laploce-transformatie" k.., die we

[oR
2
krijgen als we over (-c9,oc) integreren i.p.v. over (0, =), onder pas-

sende voorwaarden voor F(t):

P
t(s) = ﬁg 7t) = e 5t 7{t) dt.
- D
Tals ©y0
Voorbeelden. I, Z1j H(t) = {4 =2l1s t=0 (Hesvisidefunctie).

C als t <0

Voor Re g >0 is J’ e Pt dt = g . Tus s
O (=
(2) RE(E) = g- (Re s >C).

IT. Zij Reox > -1, Voor s >0 is

[~ & O
-st - -3% . i -
5 et % gy o o) [ st (st da(st) = | (ews1)s™ )
o] o}
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Door de integratie-halfrechte te droaien om 0O over een hoek -arg s e
de stelling van Cauchy toe te passen, vindt men dat het resultaat alg

meen geldt voor Re & >0. Dus:

(3) R 6™ o Vias)s (¥ (Re ol s -1, Re & 5 0).
S
IITI. Z2iJ 2 »0. Voor Re s >0 is et 1T g o 3:15 s
wegens (3). Dus: 0
(4) L cos a t = ;5i:§3 Cain e t = :Eigg-(ﬁe 8>0, a»C

2. Het convergentiliegebled,

Stelling 1. Bestoat, bij gegeven F(t),de integraal in het rechterlid

ven (1) voor een zekere wanrde s=s_, dan bestaat deze integraal ook x

elke 5 met Re s » Re P

Bewijs, We zullen gebrulk maken van cen partiéle integratie en ons de
bilj bercepen op de volgende stellingz:

Als f(x) en g(x) eigenlijk inLFFPPQPDﬂ’P zijn, en als
y:4 p X
F(x) = C, +Af f(x) dx, G(x)=32 4 j z(x) dx (31,02 constante),
] b}

dan geldt:
(5) J F(x) g{x) dx = P(x) &(x) / - J r{x) 6(x) dx.

In deze stelling wordt niet over differentieerbaarheid van F(x)
G(x) gesproken, Um hazar te bewijzen neemt men een willekeurige verde

ling (XO=8,X1,X63..=,XF=b} van (2,%), herleidt
o 4

s g . :
F(x)a(x) }n T £ SLF(XQ)G(:"‘Q - F{x ,1-1>G<:’(u-4)g
N l 1”1
Al D ~
-2 (%) {ngﬂ - G(x J“")J + 92—“'1' G(x,_ ). SLF(X") F(x, 4
n 1
= o x o ) . o w ¢ X < T«
\?: 7 u) D(ﬁ\)) - { ) (5 ) (\‘)wq-—; Sy =5

en toont aan dat de belde lanmtate ommen tot de integralen in het 11
ker-en rechterlid van (5) naderen =l men een rij verdelingen van or
grensd toenemende f£1jnheid doorloopt.

£ -8 ot
s

We beschouwen nu de functie gn(t): r e F(3) dtT (t<0). Ui
het gegeven volgh, dat (t) een eindiz h]Jmlet heeft voor t— co .

der is @ (t) continu. Dus is @ (t) begrensd:
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1@(?)¥ £€M  voor tZO.

Laat 5 een willekeurig complex getal zijn m@ﬁxﬁa s > Re s, Uit formule
¢ [} D¢ o 'Y

1]
-
s
15
=
3
Pame
A
et
i
H
o
O
e
=1
P
B4
o™

(5) volgt, als we nemen f(x) = -(3-8

S

o
( -5t « (& ~{8-5,)% PN .
J e p(e) dt = | eT137P0)E %0 p(t) at
O O

@

De functle ¢ ®(t) 1z integreerbaar over ((,00), o.3.wegens

Dan 1s ook e~ 5% F(t) integrecerbaar over (0, oo) cn er geldt:

a na Daarmee 1g de stelling bewezen,
?

Uit stelling 1 kunnen we conclusies trekken omtrent de aard van de

verzameling der getsllen s, waarvoor bi) gegeven F(t) de int@graai (1)

convergeert, Z1ij ¢’ de ondorste prens van de retle getallen 8 waarvoor

9]

deze Integraal convergeert. Dan convergeert de Integraal als Re 5 » oy

en divergeert hij als Re 5 ¢ ¢, Er i dus convergentle in het rechter-
halfvlak rechts var de verticanl Re o = ¢ en divergentle links daar-

van, De rand Re s = ¢’ van gen@cm@ B lfvlak kan geheel, gedeeltelijk of

helemaal niet tot het convergentiesetled behoren, We noemen G’Q de

convergentleabscis en het hnalfvlok Re @ > het convergentiehalfvlak,
Onder omstandigneden kan < =- oo en dus het convergentiehalfvlak het

hele complexe viak zijn,

Stelling 2, Convergee
dan convergeert hi)

Bewljs. We hebben
T oo

s

s, waarvoor de inte-
abscis van absolute

~bsoluut voor Re s » ¢, en di-

De onderste grens ', van de
graal in stelling 2 absoluut convergee

convergentie, De integraal convorg
vergeert absoluut voor Re s < @ ., D¢ verticaal Re 8 = ﬁ% behoort geheel
of helemaal niet tot het ntie. Het halfvlak

pled van
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Re s >crq noemen we het halfvlak van absolute convergentie, Men kan

hebben cﬁﬁn~ma of ﬁgw oo,

Verder geldt: ':5’0 Sy Alle mogelljkheden, vervat in - 00 §0, 4§ ¢, § oo
(¢, <o), kunnen optreden.

(0 als 0§t <1

Voorbeelden. I F(t) = . We hebben of = ¢,=0; de rechte

o)

v

t7¢ als t2 1
Re s =0 behoort tot de gebieden van gewone en atsolute convergentie,

t-f.;.

IT F(t)

= e~ , Nuis & = G}m - o0,
V(4 at bt o, 3 .
ITI F(t) = e” “sin e  ° (2 re€el, b »>0). Een eenvoudige sub-
stitutie geeft:
e ; . e o=
RP(t) = j’ a”(”wg>t sin ePtat = % J. y»(s«a},b— sin y dy.
o A

Dus o =a-b. Verder 1s ciq
en convergeert niet absnluut als Re s =a,

=3, Dc integraal convergeert nlet als Re s =a-b

3. Eigenschappen van f(z),

Stelling 3. f(s) = RF(t) is een analytische functie van s in het con-
vergentiehalfvlak Re 5 > gg.

Bewljs. Een mogelijke bewljsmethode 1s dat men aantoont dat

Lol o]
1 - . - 3
‘f e £F(t)rjt voor Re 3 >{§g onder het integraalteken gedifferentieerd
3 C
mag worden, door gebruik te maken van stellingen uit de theorie der com-

lexe functies. Voor de afgeleide van f(s) vindt men dan f'(8) =
< \
o

= é e'St(~t)F(t)dt (zie stellins 4). We zullen hier een andere methode

volgen, die uitgaat van formule (6).

Z1J s een complex getal met Re s > @ . Wegens (6) is

x O 5
waar @(t) = j e ° P(t) dt continu en begrensd is voor t;().(ﬂet %s

o) oo =-(8-8_)°C
voldoende de differentieerbaarheld asan te tonen van f,(s)= € °" e(t)d

. ™ -(s-5_)t
f(s) = i\F(t)m(:—S,}_j e ( - @ (t) dt,
t

(]

Zij h een complex getal met © < \hl < 3(Re s - ¢ ). Dan 1is

fﬁ(a+h)—fﬂ(s) q*jQQ '~(s+hmsg)t“@~(sus0)t

}ag(t}dt

©a  _ht ~-{8-5 )t
e - o ,
= é —RE - e t'u?(h) dt,
\ 2 -(s-8,)t
We vergelijken de laatste integraal met g(s)= - j e t@(t)at;

deze integraal bestaat omdat ¢ (t) begrensd is © en
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WCR{T 8- & J U

ben

{ P
13 - k}w % cl*’“"1:,*:*';*'*"W:]'* + 4 } . e t &?{t}d*\i
A
L
Wegens

ht L
€ - + 4 _ 1
| et < 1| - |

is nu

[1TaY
51
1
-
P
o+
4]
i
a1
g
s

£ (s+h)-£,(3) | (< e 5. o0 )t
@ 1 | 2 ‘
\ T - g(") ‘ < %}} > {:zx@('i:)} dt,

De laatste Integranl convergeert en hangt niet van h af,

A

We vinden dus

11n fq(ﬂ+h)mfﬂ{m)
h—3o0 t

[ e

""i\ Bl )t
©

Hiermede is

is de stelling bewezen,

Stelling 4,

Er geldt

od
Bewigﬂ. In de notatie van het
I

£ 1 ( 2y ) = :! { o } +

e

Krachtens

O L
en dan ook

(s-s, ) j %) xgmt)

Dus vinden we

f"(ﬁ) b f




o
e %

Door herhaalde toepassing volot

enere formule

“

ons bl de berekening van een L.T. kun-

a

nen beperken tot de

van 5, als we daoarna de gevonden

in het convergentiehalfvlak, Zo 18

functie f(z) analytisch vo.ort
het voor het bewljs van formule (3) voldoende deze formule af te leiden
voor positieve s,

We geven nu ecn stelllns over heot

ap ovan een LT, als 8ed oo,
[«

Stelling 5. Lﬁatwj jF(t)ldt bestaan voor o » O en laat QF t) be-

o —————1——— &

stazn voor g=5_, Dan geldt (°) - 0, als s tot oneindig nadert in de
hoek

waar © een getal 1= met O < ©

Bewijs. Zij & > 0. We bepalen tal a, z6 dat b,v, voor

alle s met Re

.QM
€ Mo,

Vervolg

ens passen we formule (6) met F(t-2) 1n plsats van F(t) toe. Men
vindt gemakkelik:

9, (t)at,

(t) 1c begrensd:

rfﬁ(t>5 €M voor t2a. Voor Jarg(s-s_){& © vinden we nu

a

AR B8 j
R&(“””m cos @

o

D
Dus ‘*j “Lﬁ{v}d%§ € 3t als Re s voldoende groot is, Dan is

a S
| £(s)] < & 2ls |arg(s-s_)]$© en Re s voldoende groot. Daarult volgt
de stelling. ,
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We merken op, dat f(s) ook begrensd is in het genoemde gebiled. Ver-
der kan men aantonen, dat algemeen f(n)(s)—e<3 als s in het genoemde ge-
bled tot oo nadert.

Als toepassing van de stellingen 4 en 5 bepalen we f£(3)= Q.q‘i
De functile F(t) = 4‘% behoort tot de L-ruimte, We hebben hier o =0
(ga na). Krachtens stelling U4 is f'(s)= nil(ﬂ—e“t). Dus

le v} o A ~ 00 @
£ (s) = - J’ e” "4t +{ e—(o+1)%t“011 - ; )
°

O

Dan is f(&) = log (s+1) - log 8 + C = log (1 + 1) + C, met een zekere

constante C. Wegensg >t0111np 5 gelotl( ) —0, als s b.v. langs de reé&le
as tot oo nadert. Omdat log (1 + ;)—¢<D VOOr 8 — ooy 18 dus C=0. Daar-

mee hebben we gevonden:

-t

Op analoge wijze vindt men
(8) fi PR D are beg s+ T/2.

t

4. Weerspiegeling in de l-ruimte van operaties in de L-ruimte.

Er zijn verschillende operaties voor functies F(t) in de L-ruimte,
die zich op eenvoudige wijze weerspiegelen in de l-ruimte. In het vol-
gende is steeds £(s3)= R F(t).

Allereerst beschouwen we vermenigvuldiging van F(t) met 7t (2 een

regle constante)., We hebben
oo

[atar] 4 - ST
] 27 B(t)at = Jﬁ (210 () at,
dus
(9) R e™R(s) = (s-a) (Re s > 0%, Re -0 >y).

N%te] -8t g OO “";"“t
Verder is, voor a0, ,§ e " F(at)dt = 5'j e~ ®(t)dt, dus

(10) RrF(at) = 2 r(2), RF(L) =2 r(as) (a>0).

D & - SO t
Vervolgens i3, voor a > 0, .J e ® F(t—a)dt:e*ao_f e ®YF(t)dt, dus
G e

(11) RP(t-a) = e @ £(s), verondersteld dat F(t)=0 voor t < O.

Op grond van het bovenstaande kan men uit de formules (2) en (3)
onmiddellijk afleiden
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(12) Re* e o T (a41)(5-0) - (@) (Ree > =1)

(13) RE(t-s) = 2 ™72,

In het bijzonder io

i

at 4
(12') Reft o 1,
Ult stelling 4 volgt

(1%) 2t Flt) = (-1)° g’ﬁh}{i;}

“ g ;
Indien = F(t) tot de L-ruimte tehoort en R P(t) = £,(s), dan 1s
S [
f%(ﬁ} = - giF{t} = -I'(s), e telling © dus iq{s)rdfﬂﬁf(u}du. Cus
s

(15 R ¢ F(e) »jmif(u)

. . -
Herhalen we dit nog een keer, dan vinden we: behoort t™°F(t) tot
de L-ruimte, dan is

' s ) >0
(16) Lt “F(t) wjr du f f(v) dv,

We gaan nu na hoe Integratie in de L-rulmte zich wecrsplegelt.

;m
m
a
—

M
. -y
Stelling 6. Als X\F{x} convergeert voor een posi

waarde s=8 _,
o

wt b

o
§4]
=
o
3
<
e
3
0]
s
°
ip
3
J_a
e
"«%
-
e
e
-
b
P
<
/J
S
3
.
H
.
=
.
~
.
=

, +
P . ’ e N { /i ol {1~ o
(17) Ny {j F(T)dT 31 = 1 r(s) (Re 5 >3.),

}
L IR
Bovendien is j F(r)dT =» (¢ ° ) voor t — eo en dus
>

t
QP j F(ﬁ)d{,% absoluut convergent voor Re 3y 8 .,
0
merking. Hier is het o-symbool van Landau gebrulkt, gedefinieerd als
volgt. Z1ijn gegcven twee functies £{x) en g(x), dan schrijft men

£(x)=2(g(x)) voor x =2 als 1linm F(x)ﬁ@ﬁx)mc.
X —3 A
Bewljs., We maken gebrulk van de volgende regel van L'HOpital. Laat voor

twee re¥le functies g(x), h(x) gelden:

(

Ad h
. B
. h'

X) = o0 VOOP X —> oo
(x) en h'(x) bestaan voor x voldoende groot
(x) £0 voor x voldoende groot,

Dan 1is olx -
1im ﬁ%g%»% lim ﬁv%m% » mits de laatste limiet bestaat.

LS £ TR §




=

L4
[}
Wy

X -3t |9

We stellen nu Y (x) = (e © %«f F{T)@t»}ﬁt, Dan 1s, op grond

van de genoemde regel,
5K

¢ ' 7’ / W - ) -
lim  W(x) = 1in 1*%«*:»:~¥““;‘)* = 1in — [s ¥ (x)+ ¥ (x)] .
Koy O PO A ) e X o0 0 .
Wegens (5) is
. F o
~5,t X R |
soMW(x)= —e - F(T)dT ; + € P(t)dt= - w'(x) +
O ‘ . ‘

-ano t
+- j € v f?( t )43 t »
e} .

Dus, omdat de laatste Integrnal convergeert voor X-—»>od,
X
: NS 5 1 0 e VA 1 s
1im W(x) = lim — € P(t)dt = — f(s,).

K e Y X =y 0

.ot

4
1%

F(T}ﬁTZ} convergeert voor S=s

Hiermee 1s bewezen dat Ci{\j' o

O
Bovenstaande afleliding gzeldt ock als we s vervangen door een ge-

tal s met Re s>s_. Dus geldt (17). Verder volgt ult bovenstaande af-

leiding, dat 1lim Y (x) bestaat en eindig 1s, en gelijk is aan

p X =P o -5 K

1 V ) o o
1im  — {5 W(x) + Wr(x)] . Dus 1s lim w'(x)= 1lim e ( F(t)dt=0,
X=» 00 %" 0 ’ 5 X ‘ X~y &0 X - 0 ﬁ
dus { P(t)dt = o (e ~ ) voor x—> oo, Hicrmee ic de stelling =~ bewezen,

We merken nog op, dat formule {ﬁ?) cern cenvoudlig geval 1s van een
£
A

eigenschap van de convolutic van twee functles (zie 6),

Laat nu F'(t) bestaan voor t 50, F(t) cen eindlge limict hebben

r t— +0 ¢n px(t> tot de Lerulmbte behoren, Toepassing van {ﬁ?) met
t

dus

(18) RF () = s [ BAR(E) - mo%] - 5 t(s) - R(0).

Herhaalde toepassing van (18), onder bijpassende voorwaarden voor
F(t), F'(t), F"(t), enz. geeft o.a.

(19) RE"(t) = 5°£(s) - s F(0) - F'(0)

(20) P () =s° £(s)-s°F(0) - s F'(0) - F"(0).
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5. Het omkeringsprobleem,

In £ hebben we voor een zekere klasse van functies F(t) de
Laplace-getransformeerde f(s)=L F/t) gedefinieerd. Thans i3 aan de
orde de vraag of men bij een gegeven complexe functie f(s) een functie
F(t) kan bepalen, zodanig dat f(s)=L F(t). Ook willen we weten of een
zodanige functie F(t) eenduldig is bepaald. Het zal blijken, dat dit
probleem nauw samenhangt met een stelling over Fourlerintegralen, We
zullen die eerst behandelen en beginnen met enige opmerkingen vooraf.

Laat F(x) ecen re¥le functic van de redle veranderlijke x zijn,
die gedefiniecerd 18 op het hele interval -c0 £x £ €0 en die de vol-
gende eigenschap heeft: F(x) is te schrijven als het verschil van twee
monotoon niet-dalendc functies. Voor e¢lk begrensd interval (a,b) geldt
dan blijkbaar dat de som

n
g;% ’F(Xi+1) - F(Xi)‘ 3

Waar X,,Xn,...,X, cen willckeurig eindlg aantal punten zijn met aqulﬁ
(xg.c... (ﬁn_q LXK :b begrensd 1s. We drukken dit ult door te zeggen,
dat de functic ﬁ(X) op elk (begrensd) interval (a,b) van begrensde
variatie is. Er geldt omgckeerd de eigenschap (dic we hier niet aan
zullen tonen), dat ecn rcle functle F(x), die op elk begrensd inter-
val (a,b) van begrensde variatic is, te schrijven is als verschil van
twee monotoon nlet-dalende functies, Zo'n functie heeft in elk punt x
een rechter- en cen linkerlimiet; we zullen, zoals gebruikelljk,
schrijven:

F(x+0) = 1im' Fluei) P(x-0) = lim F(x+h).

-

N O h ey O
Een complexe functie F(x) van ecen retle veranderlijke x is dan en
gslechts dan van begrensde variatle op clk begrensd interval, als zo-
wel het re&le als het imaginaire bestanddeel van F(x) dat zijn.

In het volgende zullen we verder gebrulk maken van de volgende
formule, die men b.v. bewijzen kan door toepassing van de residuen-
stelling (zie FE 55),
X gin x

X

o

Uit deze formule vloelt voort, dat er een positleve constante C is,
zodanig dat

ax e

®

o
2

ag a,b v e
sinbX 5| - 3{ 83N Y gy < C voor alle a,,a,,b>0.
(22) ’a % | rjaqb 7 Ps ¥ ‘;aﬁkaaﬁ f

Door toepassing van de tweede middelwas. ﬁwwiwlling van de 1ntagraalm
rekening leiden we uit (22) d: “oleende eigenschap af:
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(a) Is een retle functie ?ﬂ(x) niet-negatief en monotoon niet-dalend
voor x>0, dan geldt voor alle a, bDO:

sin bx -
j —— F,(x) dx| ( CF,(a).
0

We formuleren en bewljzen nu de volgende
Integraalstelling voor Fourlerintegralen, Z1J] een reBle of compluxe func-

tic £(x)(x re&cl)vanbegrensde variatle (fius ook eigenlijk integreer-
baar) op elk begrensd interval eon aijkj |FP(x) dx convergent, Dan
geldt:

(23) Fix+@%+?(x-@) mblim 5%?»[ oixy {5’@ iy}F (yg} dy.
—y QO
Bewljs. We stcllen

1(y) j Fetvy F(Yey
Lo

-

Deze integraal convergeert absoluut, daar

o0
J~iy}.p(¥ \ = } ;)’ en MLGJF(X){ dx <OQ Zelfs convergeert

'M?F‘ \’)r*‘} voor ‘—-AGO ci*\Az'“siicmm in y tot I(y): bij clke &€ >0 is
€% een gotal a_»0, zd dat -1y d -I(y)<€ € als ada_, voor
O> 07 —

allc v. We mogen dan h@rletdgl, als we tevens een verwisseling van 1n-
tecemtices toepassoen,
b b a

eV 1(y)ay = T%Tj eixy{ 1im - 1V¥ F(‘g)d‘g} dy
> /v . A——p OO 5
PR {j Q—i‘:’\g F“”}} dy

b -1
Py

o

b
= 1im ?»;77’ F('}){j Qixy—iy\f dy} a¥
’ ~a

-b

i
;«.J
}-—1-
o3
=
3

©0 ib(x- ¥ )__-ib(x-Y¥)
7 Li(:n — s :

<l ‘
%if sin b( ¥ -x) F(?) a%.
o F¥
We moeten nu aantonen, dat, bij vaste x, de limlet van de laatste
uitdrukking voor b «p ©@ bestaat en gelijk is aan é'{F(x+O)+F(x~G)
ZiJ € een positief getal. Laten a en s nog te kiezen positieve getal-
len zijn met

i

0 <& <1, adixi + 1.
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We splitsen de laatste integraal ala volgt:
L

x-&
im gin ;Ez -X) F(“f)rj 1 m\i‘.& ‘[«»5 j j

In de beide laatstc bestanddclen is ]?»xi > 1, dus

oo
sin b(¥ -x) F(?)) < !F(?)’ 5 wegens xy }F(Y>‘d}"< o
7 o0

kunnen we dan a z4 bepalen dat

-l B0
(24) l h{ +u[ f(gv, ongeacht b,
- 0 a -

We beschouwen nu het eerste bestanddeel. We zullen aantonen, dat
we © en een positief getal b z4 kunnen bepalen dat

X*Hg
(25) U sin b(? x) py)ay - ¥ {F(xm)ﬁ? }] < § voor b3b,.
-8  ¥-x

Op grond van onze onderstellingen kunnen we F(x) schrijven als
F1(x)—F2(x)+i Fa(x)—i Fy(x), waarbi] de F.(x) re¥le, monotoon niet-
dalende functies zijn. Het is blijkbaar voldoende (25) 2an te tonen
ingeval F(x) een re&lc, monotoon nict-dalende functie is. Het linkepr-
11d van (25) is ten hoogste gelijk aan

X +6

~X

+!L-5Qin;~:x - ) {‘,’? ) F(x-0 d\g +i‘5 qin b ?’ -x) F(x-O)d}'—

S bg F(x—O)
S’j ﬁ%ﬁ {9‘(“‘{)-5*(“0)} a¥ | + Jr(x+0)]. lj sin¥ oY g’

+)j sin b( ¥ -x) ~F(X+O)dr“gp(x+O)’

. fjjﬂ%’b} {F(m{)»F(%O?j d}—} + |F(x-0)) ;L é,;m ay - )

= L + LI + IIT + IV,
We bepalen nu ér z8 dat

P(x+&) - F(x+0)
F(x-0) - F(x-&) 7&( )
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Is eenmaal & gekozen, dan kunnen we, wegens (21) en wegens bd .y o°
vVoor b @O , een positief getal b, bepalen, zodanig dat

IT « 7& , 1w < % voor b > b,.

Op grond van de eigenschap (a) is

I <C §R(xeS) - F(mo)} < &,
1T <G {F(x-0) - F(x-5)} < 5.

Dus is I + II + III + IV < & . Daarmce is (25) bewezen. S
Tenslotte beschouwen we, bij vaste a en (5, de 1integralen en

a
j . We nemen weer aan dat F(x) con reéle, monotoon niet-dalend@
fﬁé‘ctie is.
Ult het twcede gemiddeldethuorema  van de integraalrekening volgt
dan, dat, voor zekere "/7 met x+68 <y <a,

}f { ain b(‘? (r)ﬁ‘{! IF‘(X‘;*(S*FQ) ’,7 5in b(}'-x) d\f

x+d ?’-—x X+d }f'-x
) F(,«‘_Q)‘SV sin ;(?-x} {j?!
b( %-x) bla-x)

= ’F(x+5+0)i sin¥ d? + F( f Si” d}! )
6 }' f7~x

Wegens (21) is c¢r een positicf getal b,, zodanig dat

max [F(X+S+O), F(ﬂ—-@)] U 5’—%;31‘ d\f}(% als dyec )bacg.

Dan is

a

(26) ! sin b(¥ -x) F(})d}f) < %voor’ by b,
x+d ?"’X x-&

Een analoog resultaat geldt voor , als ‘b?_ goed gekozen is.

-

Uit (24), (25) cn (26) volgt dat

o0
Iiwsin\fbfg»x) F(S) d‘{ _ g{y(x,;.g)..}.ﬁﬂ(x..{j)} l,c: g voor
b > max (b,,b,).

Men merke hierbij op, dat de cigenlijke bijdrage tot de integraal
links komt van het punt }’mx, We hebben dus
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b ,
1im 2%?\5 e 1X¥ I{y)dy = 5 Y F(x+0) + F(x~@{} .
b—s00 TV

Daarmee 1s de stelling bewezen,

We passen bovenstaande Integraalstelling eerst toe op de twee-
zljdige L.T. Z1J F(t) een relle of complexe functie, gedefinieerd
voor - V0 <t £ en van begrensde variatie op elk begrensd interval.
Z1iJ) s=x+ly een complex getal en laat u"gtF(t) absoluut integreerbaar
zijn over (-00,00), d.w.z, zi}]

o0 o0 }
j e 8% B(t)] at mj cTENR(E)] at <00,
&) -0

xt

De functic e~ F(t) is ook van begrensde variatic op elk begrensd
interval., 21 f(a)m‘f c"StF(t)dt; we kunnen schrijven:
o

8o -1yt ~Xto,
f(s)mwf e . e ""F(t)dt., Op grond van de behandelde integraal-
- O

stelling is nu

b
F(t+0) : F(t-0) "% 1im ﬂg§:my ALY f{x+1iy)dy,
[ bﬂw&, -b
dus b
E(uog F(£20) _ 1y j S oy gy
- b"}oo (_W _b
X+1ib
= 1im ”ﬁ;f' [ St f(s)ds
b—00 =70 ")x 1b
T x+1b x+100
We merken op dat lim kan bestaan, zonder datjﬁ en
OOy
w1 X
X
M( bestaan, We noemen doze limiet de hoofdwaarde (van Cauchy) van
x=-100

X+100

+ieo
jx s geschreven H,W, . Analoog schrijven we in het rechterlid
x=-100 mgx-iﬁﬂ
van (23) H.W. §%; " We vatten het voorgaande samen in de volgende
Stelling 7. 21Jj F(t) vmncgpgw@nsde variatie op elk begrensd interval
en zij f(8) = LQF(t) mkf Q-StF(t)dt absoluut convergent voor een ze-

e 0
kere waardc 8S=x+1ly. Dan is ,

X+ (00

(27) W*Q)g“’(“"@) = oy H.Wj ¢ (s)as.
K-§ OO
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Er wordt hier geIntegreerd over cen zekere verticasl i.p.v. de
re€le as, Men kan langs directe weg laten zien, dat, zoals behoort,
het rechterlid van (27) onafhankelijk is van x. Maar het volgt ook
ult de afleiding van (27).

Hebben we te maken met een eeﬁzijdigc L.T., dan hoeven we slechts
te defini&ren F(t)=0 voor t <0 en kunnen we het vorige zonder meer
toepassen., Dus:

Stelling 8, Zij F(t) gedefinieerd voor t >0 en van begrensde variatle
op elk interval (O,a)(a>0). Zij G*q eindig en zij f(s)=KF(t) =

oo
=j ¢ 5% B(t)dt. Dan is
(0]

4 X+1i00
() EOLEC0) o4y [ se)as (k0.

28

Xx-ico
Voor t <0 is dus het rechterlid van (27') gelijk aan nul!
We gaan nu na in hoeverre F(t) door f(s) bepaald is. Laat F(t)
aan de in stelling 7 genoemde voorwaarden voldoen., Is steeds
F(t)= %.iF(t+O)+F(t—O)£ (- oo <t «C0), dan zullen we F(t) genormeerd
kunnen wij naast F(t) de functie F¥(t) be-

noemen. In het algemee

schouwen, bepaald door
* 1
Frit) = & {F(uo) ¥ F(t+0)}

Voor alle t is F*(tg—g)= F(t+0), F*(t—%)o - F(t-0). Dus is F (t) genor- |
meerd. Verder is Jiooe'St F*(t)dt =\I¥we'8t F(t)dt, zoals gemakkelijk
volgt uit de definitie van integraal. Op grond hiervan en van stel-
ling 7 kunnen we nu zeggen: de functies F(t), waarbij eenzelfde genor-
meerde functie F*(t) hoort, bepalen dezelfde L.T. f(s); anderzijds is,
onder de voorwaarde voor F{t) in stelling 7, Fﬁqt) eenduidig bepeald
door f(s). |
Tenslotte leiden we cen resultaat af, waarbij in plaats van abso-
lute convergentic slechts gewone convergentle van de Laplace-integraal

wordt geéist. Laat ARF(t) gewoon convergent zijn voor s=s_. Dan is
-8 t
R e ©° F(t) convergent voor Re s >»0. Op grond van stelling 6 is dan

t -8 T
@. J; e © F(T)dT absoluut convergent voor Re s> 0. Dus 1s

Sot t -8,

L Te j; e F(I)dt} absoluut convergeert voor Re s >Re s . De in-

tegraal in de laatste uitdrukking i1s een continue functie van t, dus g

zeker een genormeerde functie. We passen nu stelling 8 toe. Door toe- |
passing van de formules (9) en (17) vinden we

- ‘ -5 T
£ 7% n(u)at = £(sse.), Q{jt e o F(‘t)d‘tﬁ}m 1 r(ses,),
ekl
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£(s).

ﬁot t ~sdt :} 1
e , F(T)dLY =
R{e® ] o rwatd= o

(Men kan dit resultaat ook uit formule (6) afleiden). Dus

%o

t -8 1T -8t X+ieQ
(28) j e ° P(U)dCme °© '?;T H.wj
o ,

Voorbeelden., I Uit (2) volgt, daar e 8t H(t) absoluut integreer-
baar en van begrensde variatie is als Re 8 >0,

e5" %L%l ds (xyRe & ).
-100 Yo .

( ) 1 x+iﬂveat g als t>» O
29 H.W. e 38 = 2ls t=0
21 x-ico S 0 als tqO (x> 0).

I1 Fvenzo volgt ult (3)

o -1
(30) gty H.W. g s s e gy (x»0, t>0, Reol s 0).

6. De convolutie van twee functies.

In §»4 hebben we voor verschillende operaties in de L-ruimte ge-
zlen hoe ze zich in de l-ruimte weerspilegelen. We bespreken thans een
operatie die zich in de l-ruimte weerspiegelt als product.

Definitie. Onder de convolutie van twee functies F,(t) en Fo(t) in de
L-ruimte, geschreven Fﬂ{t) *LFQ(t), kort F,# F,, verstsan we de func-
tie F(t), bepaald door

€
(31) F(v) = [ Fy(T) Fyle-T)at  (t>0).
O

Men ga na dat de convolutie lineair is in beide factoren:
{Fqle) + Fg(t)} # Fy(t) = P ()% F5(t) + Py(t)F,(t),
Ra(8) % [Fy(5) + By(e)} = Fy(e)*Fy(t) + Fy(6)%Fy(t),
{Arq ()} % Fo(0) = Fq(w*{mgm} = AF,(t) % Fy(t).
Stelling 9De convolutie is commutatief,
t 0
Bewijs. F,(t) ¥ Fy(t) ’“5@ F.(t) Fylt-T)eT = j( F,(t-T ) Fp(r)et

= Fy(t) &F,!(t).

Stelling 10, Als ﬁZFq(t) en RAFQ{ﬁ) absoluut convergeren voor 8=s
dan convergeert ook R (Fq(t) u.FE(t)} absoluut en er geldt

(32) RIE(e) % Fo(e)] = R Fa(t). R Ey(t),

@?’
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o t o P w0 s
d.w.z,.J; e"8t {j z&‘q(t)?@(t-wdt} dt mL e ”*‘F,,(t)dc{ e “Pa(t)dc.
Q

Bewlijs, Z1J T een positief getal en ziJ Re 8 2 Re 8. We hebben
T T

k{ e~ %Y Fq(u)du .U£ e 9V Fg(v) v =
-s{uwv) o 1(u) Fo(vidu dv= ui .
j ogLugT ° J. j

O,vbﬁ usTng
o0&V T u+v g T usv » T
We hebben dus de dubbelintegraal gesplitst in twee dubbelintegralen
over twee driehoeken, Uit de absolute integreerbaarheid over (O,GG)
van e~5Y Fq(u), e~ 8V Fe(v) leidt men gemakkelijk af dat de dubbelinte-
graal over de tweede driehoek tot nul nadert voor T..yo@. Die over de

eerste driehoek gaat door de substitutie us+v=t, u=T over in
T t
jj e B, (T)F,(t-T)dtdt = | e8¢ FL(T)F,(t-T)dthat,
1 2 1 2
ogl Lt &T 0

In de limlet voor T—y c© is dus

T T
lim e”54 Fq(u)du.u{ eS8V Fg(v)dv -
o

T w—yp CO YO
~st { (®
e U Fq(T,)FQ(tJ:)d‘CS at,

In het bovenstaande is omtrent dubbelintegrelen alleen gebruikt,
dat we zekere dubbelintegralen over rechthoeken konden schrijven als
herhaalde integralen,

T
= 11f}3{
T*.,) Q

wat de gewenste betrekking geeft.,

Om een algemenere stelling te krijgen tonen we eerst nog twee
eigenschappen van de convolutie aan.
Stelling 11. De convolutie is continu.
Bewijs. We maken gebruik van de volgende eigenschap: is T»0, O0<h «1
en G(t) eigenlijk integreerbaar op (0,T+1), dan is

T
J' |a(t+n) - 6(t)] at —0 als nye 0.
]

Beschouwen we nu twee functies F {t) en F (t) uit de L-ruimte, 2iJ
- P(t) = Fq(t)% Fa{t) en t >0, w@ hebben, als h»O0,

F(t0+n)-F(t)wjo o B (R (g sh-T)aT j 1 (1R, (£ -T)at

| |
m..fo ° F(T). {F2(~i;g+h~1)«F2(to”f)} at +‘I§ ot Fﬂ(n)%(taa«hm)dn .

dus
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t
o
}}v(nom)..y(cc)]gfgpstctyq(t)\ Jj |Fo(t+n)-Fy(r)] at
+h  sup }F1(t)]. sup ]Fz(t)‘ .
LT gt +h Ogt1gh

Dus F(to+h)—F(to)-+ 0 als h—3+0, Daarult volgt de stelling,
Stelling 12, De convolutie is associatief,

Bewljs. Laten F,‘(t), Fe(t), Fa(t;) drie functies uit de L-ruimte zijn,
215 T een positief getal en voeren we in drie functies 61(t), Ga(t),
GB(t) door te stellen

{Ed%) als 0 LtgT

G,(t) =
i( 0 als t DT (1 = 1,2,3).

Dan convergeert R Gi(t) absoluut voor alle s, Wegens stelling 410 heb-
ben we dan

A ltepto) %o} - R(ox0,). Roy =Ra,. Rey. Ry,

en evenzo

P [G,}*(GQ*GB)] -Ra,. R(ayxe;) = Ra,. Ra, Roy.

De rechterleden stemmer hier overeen, Daar de convolutie continu is
(stelling 11), zijn in verband met stelling 7 de convoluties in de
linkerleden gelijk:

(GyxGp) % Gy = Gy ¥ (G Gy).

Dan is ook (Fq*%)# Fy = Fq*(FE-)é FB) als t <T. Uit de willekeurig-
heid van T volgt nu de bewering.

wWe kunnen nu aantonen
Stelling 13. Zijn RFq, R Fa Q(F,}ng) convergent voor eenzelfde
waarde s=s_, dan geldt formule (32) voor Re s )Re S,

Bewljs. We halen er absoluut convergente Laplace-integralen bij, om
stelling 10 toe te kunnen passen. Z1j eens algemeen G(t) een functie
ult de L-ruimte, zodanig dat [’G(t) convergeert voor s=s . ZiJ s een

complex getal met Re s ) Re 8,. Wegens formule 6 1s

o -8t o (s ©  (s-s )t | ’
j ¢S5t G(t)at = (s sO)j em(8-8, {j

o] 0 o}
waarblj de integraal rechts absoluut convergeert., We kunnen deze for-
mule ook als volgt schrijven:

~sé€
e °a(t)d T,} at,

t
(33) Ro(t) = (s—r V£ €70 OIR

!l
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8.t
We zetten nu FmFﬂJQFE en vormen tweemaal de convolutie met e © »

Dat geeft, onder toepassing van de stellingen 9 en 12,

8.t g .t 8 t 8 t
e ® #(e® %F)=c¢e?© %i?,}ﬂ»(@ © ‘*Fa)j

SQt Sot
= (e 7 *F, )% (e * Fy).

B,t
Dus 13, omdat l? (e e F ) en R (e w F )abaoluut convergeren,

gie »# (e% %I‘)j R (e wF,}). R(e%t«-F‘z), ofwel

A)Fw RF,‘. QFEI

(a«sg) 8-8 8-8
aus RF=RFr, .FF,

t
Toepassing 1. Bereckening van ¥P(t) ”j T p”ﬂ(t-‘lﬁ.)q”q dt (1 ,a»0).

We hebben £ ¢ - I (p)s™ P, °f ¢ " (q)s™9, dus
Re(t) = T (p) [ (a) s~ (PF)
Dan is
P (t) = C(p)P(a) £Pra-1,
" (p+a)
In het bijzonder hebben we dus voor de betafunctie:
1
(34) B (v.a) j 21 (1x)21 ax « LIC(A)
o I (p+a)

Toepassing 2. 21j F(t) een functie uit de L-ruimte. We kunnen
“f F(T)dT opvatten als de convolutie van 1 en F(t). Dus geldt:
)

Q{J: F(T)d‘c} - K {ﬂ»?% = £ 1.K p(v) = 2 £ Re).

Daarmee 18 een nicuw bewijs verkregen van formule (17).
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II. Toepassingen van de Laplace-transformatie

door

Dr H.A. Lauwerier

1. De voornaamste rekenregels van de Laplace transformatie:

0 c+ico
£(s) = J e~ S% m(t)at F(t)= gy f 5% £(s) as
0 c-iw
F(t) = f(s)
Fr(t) = s f(s) - F(0O)
PU(t) = s°f(s) - s F(O) - F'(0)
t
jF(T)dT = fss)
O
t F(t) = - £'(s)
oo
Pe) . J r(e)ae
S
Flat) = = (&)
2tr(t) = f(s-a)
H(t-a) P(t-a) = e 2% r(s)
t
Oj F,I(r)FE(t-’c)de‘z f,(s)f(s)
2, Lijst van Laplace transforms 1) B
£(s) F(t)
-;- 1
g
2 t
I (k+1) K
S
28 = cos at
S +a
g in at
-S—-é-;;—g Sin a
:i;s'lfﬁ (y =0.5772...) 1nt
N Jola®)

o rve.

- -

1) Cf Erdélyi c.s. Tables of Integral transforms I
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3. Gewone Differentisalvergellijkingen,

In principe kunnen gewone differentiasalvergelijkingen van de vol-
gende typen met behulp van de Laplace trapsformatie op eenvoudige wijze
worden opgelost,

2 linealre d,v. met constante coefficienten met beginvoorwaarden,
b linegire d.v. met coefficlenten van het type at + A,

als t de onafhankelijk variabele 18, eveneens met beginvoorwaarden.
In feite is a een bijzonder geval van b maar a vormt verreweg het voor-
naamste toepassingsgebiled, Meestal 1s de onafhankelijk variabele de
t1Jd en moet via de differentiasalvergelijking uit de situatie voor t=0
(beginvoorwaarde) de toestand op een willekeurlg later tijdstip worden
bepaald. Indien op t=0 (en daarvoor) alles in rust is spreekt men, voor-
al in de electrotechniek, vaak van een inachakelversachijnsel, Een van
de gekozen voorbeelden zal dan ook een eenvoudig schakelprobleem zijn.

We beginnen met een eenvoudig numeriek voorbeeld,

S OPTPPNE
¢

met de randvoorwaarden

Qx = 0 y =0 3.2
X = 0" yl= 1
Pas nu de Laplace transformhtie
0
— ~-8%
y(s) = _S e 7" y(x) tx
0
toe, dan 1is
y' = 8y
'y” = 823’” -1,
Aangezien eX & -si‘:,r .

gaat 3.1 over in -
2 . - 4
(S - 38 + E)y = 1 4 m

waardoor y meteen op eenvoudige wijze 1s bepaald:

e
(s-1)%(s-2)
We kunnen nu op twee wijzen terugtransformeren
a elementair, door het beeld te splitsen In eenvoudige stukken waarvan
de originelen bekend zijn:

8 - - A .. .. .2
(am’))g(g..Q) (3_4)? 8~ 8-c
X 2%

= -(x+2) e + 2e
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woarmee dus de oplossing van 3.1 en 3.2 is gevonden,

b met behulp van de omkeerformule en residurekening.
Het origineel van 3.3 is

C+ie0
e j 5% 2 ds. 3,4
e 2100 (8-1)(s-2)

Asngezien de verticaal (c-ie0, c+ie@) rechts van de singulariteiten
van het beeld moet lopen, hier polen bij s=1 en 8=2, i8 ¢ > 2, De inte-
gratieweg kunnen we opvatten als limietgeval van een contour bestaande
uit een verticaal stuk cn een halve cirkel (zie fig.1). De bijdrage
van de halve cirkel nadert tot

nul als de straal van de cirkel 7
onbeperkt aangroeit. Anderzlijds f/

is de integraal over de gesloten / 2
contour gelijk aan de som van de ;

regiduen van de ingesloten poleq. %

Het residu van de tweevoudige
pool s=1 van 3.4 volgt uit

e®* 5 X  (s=1)x ! 11(s-1)% T

.

(5"1)2(8—2) ) (S-'?)E {1-—(3_’])‘5 {-(guur 1

- - e" Z;%:3? {ﬂ + (s-1)x... ? {ﬂ+2(s-1)._. t

is dus gelijk aan —(x+2)ex.
Het residu van de enkelvoudilge pool s=2 18 2e
Aldus vinden we wederom

2x

y(x) = —(x+2)ux + 2€2x. 3.5

Bij deze methodlek is het bestaan van de {-transform van y(x) weliswsar
a priori niet verzekerd maar achteraf blijkt dat y(s) inderdaad bestaat
en wel voor Re s>2. De gegeven bewerkingen zijn daarmee achteraf ge-
rechtvaardigd.

Het volgende voorbeeld is ontleend aan de electriciteitsleer. Op een
circult bestaande uit een in serie geschakelde zelfinductle L, weer-
stand R en capaciteit C wordt op het tijdstip t=0 een wisselspanning

E sin wt aangclegd. De aanvankelijke lading Q en stroom I zijn nul,
Gevraagd wordt nu I als functie van de tijd.
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av,
Esimwt

‘?l’ﬁuur E R

De differentianlvergelijking van deze schakeling 1is
L3 +RI +§=Esin wt 3.6

waarbi] g% = I,

De beginconditie is t=0 Q=0 I =0,
Laplace transformatie geeft

T- Ews : 3.7
(L82+RS+C~ﬂ)(SQ+£u2)

Breuksplitsing geeft
T.ZE X(s+ )~ X' Xs-Rw

z2° (s+#4)2 +n°  s%hw®

waarbi]

= R 2 _ 1 R
T T
X = Lw- 1/Cw X' = Lw + 1/Cw Zguxe-f-ﬁe.

We nemen aan dat n2) 0. In dat geval geeft terugtransformatie

E E ~mt .
I =x=08in (Wwt-y) - —=— ¢ sin (nt-4¢) , 3.8
2 AT
waarbij thw X/R tg d= nX/uX'.

Voor grote t-wazrden houden we na verwaarlozing van de tweede term in
het rechterlid van 3.8 de "stationnaire oplossing” over:

T m%am (wt - ¢).

We beschouwen nu een toepassing van de L ~transformati. op een 11neaife
differentiaalvergelijking met niet-constante colfficienten,
Het is bekend dat Ja(t) voldoet aan de d.v. van Bessel

t F" + F' + t F=0 3.9
met de beginconditie

t =0 F=1, F' =20,

Toepassing van Laplace transformatie geeflt
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- gg (82f~s) + (sf-1) - gg = 0

of (32+4) gg + 80 = 0, 3.10

zodat de Bessel-vergelljking is teruggebracht tot cen eenvoudige d.v,
van de eerste orde. D¢ oplossing van 3,10 1is

£(8) = —pp—m, .
8741
Derhalve is voor een zekere waarde van C
o0

-8t C
2 J (t)dt = .
J ° Vatii

Uit het gedrag van het linkerlid voor 8 - oo volgt onmiddellijk C=1.
We hebben dus gevonden

. 1
Jo(t) = {):gz:,,o

87 +1

4., Partiele Differentiaalvergelijkingen.

8 We beschouwen het volgende diffusieprobleem,
Een verticale cllindrische buls 1s tot een bepaald niveau x=0 gevuld
met een geklurde vloeistof, Hierop wordt voorzichtig een kleurloze
vloceistof gegoten. Indien belde vloeistoffen hetzelfde s.g. hebben
kan de invloed van de zwaartekracht verwaarloosd worden en treedt
slleen tengevolare van diffusie vermenging op. Gevraagd wordt nu na
zekere tl1jd het concentratieverloop van de rode kleurstof in het ge-
deelte boven het nul-niveau,

Het mathematische model 1is a.v.

de diffusievergelijking voor de concentratie ¢ van de gekleurde

viceistof is o

3¢ de
D p= 401
DXE It
L = Q ¢ = 0 x>0
{CM’3 %X <0
K- 4 09 ¢ = 0
X“""’m qun

Laplace transformatie geeft

I)*——g* E 0O m
dx 1 x L0

met de nevencondities
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K b 4 00

of of
]
- O

R = oD

De oplossing van 4.2 is van de vorm

<Y/

C= Ae s x>0 ,
)
x Y/

T = % - B e 5 , x <0 .,

De constanten A en B volgen ult de continulteit van ¢ en %%-bij XD
4 ‘
Awg—-B R A=DB,

zodat dus A =B = é% .

De Laplace transform van ¢ is dus

—_ 1

De teruggetransformeerde van deze uitdrukking vinden we niet in de ta-
bel (tenminste nict in de hicr gegevene) en daarom passen we de omke-
ringsformule toe.

We zullen cerst bewljzen dat

92
o~ Ys S
= = 4.4
Vs VIt
Men heeft nml, (zie fig.3)
W t-aw
i;""a“/s = . m%{ ft: dw
Vs L
K e 2
It v
- —H-— e dv
-ie0
QQ
- TTT
= dumw .

;;'auﬂr 3.




Integratie

of

waarbij

)
Opmerking.

naar de parameter a in 4.4 geeft

oo 2
-avV's "%f
e . c \
3 = du,
5 ATt
-a s
< = erfc
) - 21/
()
erfex = ﬁwm-——— [c, du
X
x3 XS
voor x = 0O er‘fcx:’i‘mvr{ -5t
_x2
voor X — ©0 erfcx wn £ 5 % _1§ + _25
- 2X

erfex neemt in (O, co) monotoon af van 1 tot 0.

Aldus is de oplossing van het gegeven probleem

Voor t = eo

<&

2 /Dt

¢ = 3 erfc x >0.

ontstaat blijkbaar de evenwichtstoestand C o

=

FSS 26

4.5

o
-5

4.6

L
2
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b. Het volgende voorbeeld is ontleend san de theorie van de warmtege-
leiding. Beschouw een cirkelvormige cilinder met begintemperatuur  T=0,
Gevraagd wordt het temperatuurverloop wanneer de cilinderwand op een
constante temperatuur T= TO wordt gehouden,

De differentinalvergelijking is

DET 197 AT .
| PRI LT o+ Oeree T
de beginvoorwaarde is
tam0 T=0 ;
de randvoorwaarde is

O

Pas nu Laplace transformatiec toe, Indien
od
V = J e %% (e, t)at
o
dan voldoet V aan de gewone differentiaalvergelijking

&

d av 8
S trEroRV=0, 4-8
dr ‘
met de randvoorwaarde
To

De algemene oplossing van 4.8 is

VeAI(ryd) +B Ko(q/% ,

waarbi j IO(z) en K (z) de Besselfuncties van de derde soort zijn. We
vermelden even de volgende elgenschappen

2
I(z) = g (zi) = 1 + %F + O(zu), (gehele functie),

Ko(z) = - 1n % o D(zglnz), (log singulariteit in z=0).

z
oy b 1
I(z) e E (1 + - z ~ oo Rez »O0.
° Erz 52T ’
Asngezien V voor r=0 niet Singulier is moet B=0 zijn. De constante A
bepalen we zodanlg dat aan de randvoorwaarde bij r=a is voldaan. Aldus
vinden we 8

TO io(r’JH)

Vawe— 4.9
) )
Io(a ‘l/ﬁ")

Volgens het omkeertheorema is dus

‘ B

I f s Lot V) as |
w1 8
0 i ﬁID(ﬂVﬁ

waarblj L een verticaal is met Re s8)0.
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De contour kan voor t> O naar links worden omgelegd en omslult dan de
polen van de integrand o
8 = 0 en 8 = -.Eléﬂ N

a
waarbi] Bn het n® nulpunt van JQ(x) is:

By = 2.805 , Py = 5.520 , fy o= B.654 ...

Volgens de resldustelling is dan

o0

2
T x
= Res (8=0) + El Res (8= - )
Tg ( ) - ( ~WQJ@

a

of B r
Z_ - %t JO(E ﬂn)
1

e oant 4,
" e
waarbi j dn==~§ﬁ

/Gn J"i(ﬁn)
De reeks %.11 is zeer bruikbaar voor grote t, maar in de buurt van
t=0 is de convergentie slecht,
Om ook lets voor kleine t te vinden passen we de volgende methode
toe.
Volgens het omkeertheorema geldt in het algemeen

T(r,t) = ?%}T g o8t V(r,s)ds

L

-1
t 5 u u
- m o V(I‘, 'f) du .
IJ
Voor kleine t is dus de tweedc variabele in V(r,s) in het algemeen

i41)

groot, Indien we dus V(r,s) volgens formule 4,9 vervangen door de be-
naderde asymptotische uiidrukking

T "(a”“)'\/g‘
V(r,s) v _-g}/% S — 4,12

8

verkrijgen we na terugtransformatie een benaderde uitdrukking voor
T(s,t), geldig voor kleine t,
Terugtransformatie van 4.12 geeft volgens formule 4.5

w‘\/% erfc ;‘/WL s .13
rt

brulkbaar voor kleine €, - its evenwel g niet klein is.

5. Toepassing van de tweezijdige Laplace transformatie

a, De twaezi;dige Laplace transform van een functie F(t) ﬁefiniar&n ww

-
# Vo

e
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0 .

L?(S) = J E—St F(t)dt . 5.1
-0
) 1s een analytische functie regulier in cen strook o ¢Re 8 ¢},
mkering van 5.1 is

F(t) = §%r§ J eSt(F(s) ds , 5.2
L

blj L een in de regulariteitsstrook liggende verticaal is.
cskenregels zijn

F(t) = (s)
F'(t) = s ¢(s)
PU(t) = s ¢(s)
jt P(r)ar = &)
LR = - gr(s)
E(t) S watp(cr)dw
F(at) = 2o
e r(t) = p(s-2)
F(t-a) = e % (s)
qu,‘(v)Fg(t-r)dr = e, (5) ()

voorbeeld waarblj de tweezijdige L-transformatie tot een eenvoudi-
uitdrukking leidt dan de eenéijdige is
o S

e"t = Y& e ¥ 5.3
rs . s 2 S2 82 ) 32
o 2 -(t+ =) + 2
f e'St e't dt = j’ e 2 E_at = ellrfe"u du= A SE .
~on - -0

1ls eerste tocpassing kiezen we het in 4a beschouwde diffusiepro-

Az 5 »e _ ¢
bxz B3
c=0 x5y 0 X~ + R c=0
t = 0 §
c=" x <0 X = - R c=1
tellen nu =
@= | e (0 elx,t)) ax.
~ Y .

unctile ? voldoect aan

ay .2
g = Ds ¢
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De oplossing is dus
Dt 32

|

Volgens 5.3 en cen eenvoudlg rekenregeltje 18 dus
x

; 2
1 - e(x,t) = 1%:— *Lm e du,

of c(x,t) = 3 erfc

2V Dt

in overcenstemming met het in 4,6 gevondene,

¢. Het volgende voorbeeld is van lcts ingewlikkelder aard:
Een vloeistof stroomt met constante snelheld door een buis gevuld met
grofkorrelig materiaal. Ergens op de as van de buils wordt met een klein
buisje een gekleurde vlocelstof geInjectcerd, Ten gevolge van de door de
vulling veroorzaakte "turbulente” stroming vindt vermenging plaats wel-
ke met behulp van cen effecticve diffusiecoéfficlient kan worden beschre-
ven,
Men vraagt nu naar de stationnaire toestand welke zich na enige tijd
instelt.

Het mathematische model 18 a.v,

2 2
-0 & 7P »c 1 2¢ 2% e
D(-g + = + ) = V 5,4
D¢rea r v T Dz° z ’
A -0 C o= O’
¢
r o= 2 57 < 0.

In de oorsprong, hct injectiepunt, heeft men

Q
C o= e 0(1).
vV iz
Zonder bezwaar mogen we a=1 en Q=1 kiezen, We schrijven voorts V/nmam .

Pas nu de volgende twcezijdige Laplace transformatle toe

20

P = 5 e"%% ¢(r,z)dz.
-

De getransformeerde variabele ¢(r,s) voldoet aan de gewone d.v.
2
a 1 d 2
ﬂrg tegr Y =0

met {2 = 29&&-32.
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o

algemene oplossing is weer

p(r,s) = A IQ(Jr} +B Kogrr).
it de tabellen (b.v., Erdilyi 1.13.43) kunnen we afleiden
em————y
e W/tg«yb?
24/ %+
Met behulp van de rekenregelt jes dus

o (-2z+ V222

K( ‘f")m ad
or Qﬂ/z +r‘~
211 jkbaar stelt de uitdrukking
- -2+ 2540%) ¢
C =5 ey s 50
o Al 2% sp©
=0 oplossing van 5.4 voor met cen puntbron in de oorsprong. Dit is
cchter de oplossing met drffusic in de gehele ruimte - e0 <z ¢ ¢0,

O<reedo . Met aanwezigheid van een cilinder O ¢r ¢ 1 wordt de zaak in-
cwikkelder,
p grond van het voorafgaande stellen we dus

Q(r,s) = A IO(XF) + 2 KO({P).

"1t de voorwoarde

volgt A, en we vinden

¢(rs8) = —E— TR (r) T(p) - To(pe) K ()} - 5.7
I, ()

D terugtransformatie van 5.7 geschiedt weer met behulp van de complexe
mireerformule,
et rcgulariteltsgebied is blijkbasr de strook O ¢Re s (2o, Het rechter-
1id van 5,7 is een analytische functie met slechts gewone polen nml,

van IO'( ).
oo 3ﬂ het no nulpunt van Jq(x),

§ =0 8,3:.—”;3.832 &, = 7.0%6 ...,

O

<an ziJjn de polen dus
Smd—-#l/

iAnve yinden we voor z 20 uit de polen links van de regulariteltsstrook

- 5 ) —z{-ot + V m%éng) | P

J > e ey
& e . 230 5.8
P Jag(én) Vot 8.2

¢ = 2

n
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en voor z {0 uit de polen rcchts van de recgulariteitsstrook

p z(a+ Vlrd )
-l Jq(énr) e n

C = 2 L
5 7°(8,) VoFed

z &0 5.8b



PSS 33

Functletheoric, Speciale Onderwerpen,

Toepassingzen van de Laplace Transformatle

door

Dr H.A, [huwerler

6. Servomechanismen

We zullen hierin enige beschouwingen wijden aan de theoretische achter-
grond van servomechanismen,

Een servomechanisme dient om automatisch de een of andere grootheild in
een systeem zo nauwkeurig mogeli jk de veranderingen van een andere groot-
heid te laten volgen,

We maken in de pract:jk gaarne gebruik van z.g, blokschema's, We
kunnen deze opbouwen uit elemerten van het type

input yutput
input [ﬁ { outpu

A

B 1

F(t) L ! _a{z?it)k

-

Bij een dergelijk element wordt de binnentredende tijdfunctie getrans-
formeerd in een andcre t1jdfunclie, M.n.w. een dergelijk element werkt
als een operator,

Voorbeeld: weerstand, condengntor, verstorker, integrator,

We beschouwen nu steeds loncaire systemen met lineaire operatorent

SN(aF + HG) = aflr + pllc

voer constante o cn P,

De responsic var cven dermeligl clement op de cenheldsfunctie

O LN
u(t) = {

4 £ >0

duiden we aan met R(:).

De responsie van een devgelijk ¢lement op cen momentane stoot van
de intengiteit 1

b(r) =0 40 jéf{t;)«:m =1,

dR ., : . . , .
is dan blijkbanr n; netoeen we ook vask schiijven als X(t). Op grond

willekeurige tijdfunctic F(c) afleiden, Deze is nml Jﬁ Fle)x(t-T)aT .

g 2]

van het superpositicoesinsel kunn.n we gomakkelljk de qg&ponsie op een



Schema

input cutgut
¢(t) x(t) ¢
U(t) R(t)= § X(z)d*
0 e
F(t) a(t)= [ F(r) x(t-7)dw
P e}
wFy +#oF, oG, + #Gs
dF 4G
at at
t t
[P(r)ar s Glx)dr .
oD -80

Belangrijk 1s de responsie op ¢on sinusvormige input. Kiezen we b,v.
~lwt | Y LI VY

P(t)=ae Wt an 15 blijkbaar a(t)= ae”? L el X(r)dr d.w.z,

precies hetzelfde verschijgnsel maar metl cen andere (complexe) amplitude,

Het schema van een scrvomechanisme 1s in principe

S ———

ety | |
sy N %L)((t; % . 5 g (#)
| —
| |
| |

S AL e
Hierblij wordt verlangd dat de output G(t) zo getrouw mogelljk de input-
functie F(t) volgt. Daartos wordt de output G(t) voortdurend met de
input F(t) verccloken (rerupkoppeling) zodat op de servo de aandrljven-
de kracht € (t)=F(t)-G(7) werkt,

Uit de figuur volgt nu

F(t) - Le(e) = ¢ (t),
Oi‘ o0
F(t) = | e(r) x(t-1)aT= ¢(t). 6.1
a -
We passen nu Laploce transformatie toe,
Stel @
r{.) = !( e p(e)ar s L }F(t)‘; enz,
- &0 )

dan volgt uilt 6.1 volgens de convolutieregel

£(s) -d(e)d (x) =L(e)

f .
’ L&) = W%%%%T

en dus

g(s) = ixsﬁ f(s). 6.2

®
®

Uit 6.2 blijkt dus dat we het blokschema voor dc servo geheel kunnen
vervangen door ecen enkel blokje met karakteristiek W%%%ET



P(t) — } ﬂi&?%) ; 6(t)

Men onderscheldt scrvo's me t cen proportionele werking, een integreren-
de, en een differenticrende werking.
De karakteristicker x(s) zijn resp.

A en 8
' '

hetgeen dus correspondecrt met cen output

o,

-
19

xF(t) , pf Plx)ar, yF
O

Een servo welke dezo drie ¢lementern in zich verenigt heeft dus de trans-
missiekarakteristick

x{s) = o + %»+ J s 6.3
Voor de teruggekoppoelde scrvo geldt dan
x{(s) _ _p+s + ysﬁ
T+x(s] ﬁ+M+a)3+JsL
Voer zuiver proportionele actic gaat het rechterlid van 6.4 over
in Tf%r hetgeen wil zeggen dat

. 6.4

G(t) = T (L) 6.5

zodat de output nooit zche 1 gelijgk ann F{t) kan worden. Toevoeging van
integpeerende actie geelt
L46(t)} = {1 %i{ﬁ(t)} 6.6
A{(1+e)s
waarult volgt dat d¢ output nauwkcuriger de input volgt. De responsile
op U(t) wordt b.v,

{1 - exp - e ”% vt o

In het algemeen 13

1 ¢l St x(s
G(t) == m 5 ¢ "H(um f(S) ds . 6'8
: O 160

De integrend mag geoen polen in het rechter halfvlak hebben aangezien
anders G(t) onbepaald zou aangroeicn, Voor een goede servo is a priori
wel x(8) reguller in het rochter halfvlak maar het 1s nog helemaal nieg
zeker of 1+x(8) er geen nulpunten neeft.

Opdat de¢ stabiliteit van het servomcchanisme verzekerd is moet dus x(s)+1

geen nulpunten in het rechterhalfvlak bezitten,




i o
L o

wnl} e

Voor een servo met karnkteristiek 6.3 volgt dus uit 6.4 als stabili-
feltsels dat 1+e4, A on Y hetzelfde teken moeten hebben hetgeen wel
verzekerd 18, Voor het algemenc geval maken we gebruik van de volgende
hulpstelling,

Stelling. Is w= @(s) ccn functie analytisch in en op de gesloten krom-
me C met uitzondering van polen binnen C, en heeft tP(8) geen nulpun-
ten op C, dan beschrijft w cen curve C', welke de oorsprong in het w-
vlak zo vaak omcirkelt als het exces van de nulpunten boven de polen
van @ (s) in C bedrangt,

s 1 dw _ 1 i,‘f”(s)
Bewis. Tx1 # w T BT i ¢(%) ds

Kles nu in navolging van Nyguist voor  dc functie x(s) en voor C de

imaginaire as, Het aantal malen dat de beeldkromme C' het punt -1 om=-
cirkelt is nu gclijk nan hoet aantal nulpunten van x{s)+1 in het rechter-
halfvlak.

Voorbee 1d

fervg

Melty ;’

Twee assen worden in hun relafleve positie vergeleken door cen differen-
tianl, Het verschil € bestuurt een scrvo met proportionele actie K,

differenticrende L ¢n integrerende N, Do servo drijft een last met

traagheldsmoment J 2aan, Een demping F vertraagt echter de output even-

redig met de snclheid 6 . De vergelijking van het systeem 1s
2
A J} . '@O j@O
;- { = - ®
{K + L Ir + N § £ J W + 7 37 >

dus wegens €= 6. - @Q

~
mz'” €«

(((6): ?QJV""‘QF 0(89.
s“T+s{L+F) +K+

wie
"

De stabiliteitseis is hier K{L+F)> JN.




